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1. Formal

Formalet med dette forsgg er at undersgge og matematisk modellere bevaegelsen af en
genstand pa et skraplan under tre forskellige friktionsbetingelser, samt at bestemme de
relevante friktionskoefficienter ud fra eksperimentelle data.

De tre forsggsopsaetninger er:
+ Forseg 1: Luftpudebane — ingen kontaktfriktion (ideel beveaegelse uden friktion).
» Forsag 2: Traeklods — konstant kinetisk friktion (uyx = konstant).
» Forsgg 3: Vogn med sejl — hastighedsafhaengig friktion (luftmodstand).

Gennem matematisk modellering, lgsning af differentialligninger og kurvetilpasning il
eksperimentelle data bestemmes systemets friktionskoefficienter. Det demonstreres ogsa,
hvordan Newtons 2. lov kan opstilles og lgses som en differentialligning i tilfaelde med
hastighedsafhaengig friktion.
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2. Teoriafsnit

2.1 Kreefter og dekomponering pa skraplanet

Pa et skraplan med haeldningsvinklen 6 dekomponeres tyngdekraften Fg=m - gito
komponenter:

+ Komponent parallelt med planet (driver genstanden nedad): Fix =m - g - sin(8)
» Normalkraft vinkelret pa planet: Fn = m - g - cos(8)
» Friktionskraft modsat bevaegelsen: Fg=p - FN=p - m - g - cos(0)

Bevaegelsen pa skraplanet beskrives af Newtons 2. lov:

Fres = m - a
Pa et skraplan med haeldningsvinklen 6 dekomponeres tyngdekraften Fg=m - g
i to komposanter parallelt og vinkelret pa planet:

Parallel (driver genstanden nedad) : Fex = g - sin(6)

m
Vinkelret (normalkraften): Fy = m g - cos(6)

2.2 Model 1: Ideel bevaegelse (ingen friktion)

Uden friktion er den eneste kraft langs skraplanet tyngdekraftens parallelle komposant.
Newtons 2. lov giver differentialligningen:

m - (d?2s/dt?) = m - g - sin(06) = d?s/dt? = g - sin(6)

Siden hgjresiden er konstant, lgses ligningen ved direkte integration. Farste integration med
begyndelsesbetingelsen v(0) = 0:

v(t) = ds/dt = g - sin(6) - t
Anden integration med begyndelsesbetingelsen s(0) = 0 giver den endelige lgsning:
s(t) =% - g - sin(9) - t?

Accelerationen a = g - sin(8) er konstant. Beveegelsen er altsa et rent frit fald langs skraplanet.
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2.3 Model 2: Konstant kinetisk friktion

Her modvirkes bevaegelsen af en konstant friktionskraft Fg= py - m - g - cos(8). Newtons 2. lov
opskrives:

m - (d?s/dt?) = m - g - sin(6) — ur - m - g - cos(6)
Efter forkortelse af m faes en konstant acceleration og en parabolsk position:
a =g - (sin(6) - px - cos(6))
s(t) =% - a - t?
Ud fra malt acceleration isoleres den kinetiske friktionskoefficient:

u = [g - sin(0) — a] / [g - cos(6)]

2.4 Model 3: Hastighedsafhaengig friktion

For vognen med sejl antages friktionskoefficienten at athaenge linezert af hastigheden: p(v) =
Mo + a - v. Friktionskraften bliver:

Fg = (up +aa - v) - m - g - cos(9)
Newtons 2. lov giver med v = ds/dt og de to konstanter 3 = a - g - cos(8) og K =g - (sin(8) -
Mo - c0s(6)):

d?s/dt? + B - (ds/dt) = K
Dette er en linezer 2. ordens inhomogen differentialligning, som lgses i to trin:
Den homogene lgsning (hgjreside = 0) giver karakterligningen r(r + ) = 0 med rgdder r = 0
ogr=-:
sh(t) = A + B - e”(-Bt)

Den partikuleere lgsning gettes til sp = (K/B) - t, hvilket bekreeftes ved indsaettelse. Den
fuldsteendige lgsning er:

s(t) = A + B - e™(-Bft) + (K/B) - t

Startbetingelserne s(0) = 0 og v(0) = 0 giver A = —K/B2 og B = K/B?, sa den endelige lgsning
er:

s(t) = (K/B2) - [e™(-Bt) - 1 + Bt]
For store veerdier af t neermer hastigheden sig terminalveerdien vr = K/j.
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3. Apparatur og forsggsopsaetning

Skraplanet seettes til en fast vinkel pa 6 = 25° ved hjeelp af en elektronisk vinkelmaler.
Positionen s(t) males med en ultralydssensor ved en samplingsfrekvens pa 10 Hz.
Tyngdeaccelerationen seettes til g = 9,81 m/s?. Slaede/klods har massen m = 0,450 kg.

Anvendt udstyr:
» Skraplan (tree, justerbar haeldningsvinkel 0—-45 °)
» Elektronisk vinkelmaler (0,1 ° ngjagtighed)
« Ultralydssensor (Vernier, reekkevidde 0,15-3,0 m, oplgsning ca. 1 mm)
+ 2 stk. S. Frederiksen fotoceller med gledelampe
+ S. Frederiksen Interfaceboks (A/D-konverter)
* RC Piccoline computer forbundet via parallelporten (printerporten)
+ Datalogging-software skrevet i COMAL-80
+ Luftpudesleede med tilhgrende luftpumpesystem (Forsag 1)
+ Treeklods, m = 0,450 kg (Forsag 2)
* Vogn med sejl (sejlareal ca. 0,04 m?3), m = 0,450 kg (Forsag 3)
+ Veegt (0,1 g ngjagtighed)

Genstanden udlgses fra hvile fra g@verste position og glider frit ned ad skraplanet.
Ultralydssensoren maler positionen som funktion af tid. Hvert forsag gentages tre gange, og
den bedste maleserie benyttes (sa leenge de gvrige er konsistente).

4. Maledata

Nedenstaende tabel viser den eksperimentelt opsamlede position (i meter) over tid for de tre
forseg. Genstanden er frifrat =0 s.

Forsgg 1: Luftpude Forseg 2: Forsgg 3: Vogn +
(m) Traeklods (m) sejl (m)
0,0 0,000 0,000 0,000
0,2 0,080 0,040 0,070
0,4 0,330 0,150 0,250
0,6 0,750 0,350 0,520
0,8 1,330 0,610 0,860
1,0 2,070 0,960 1,240
1,2 2,980 1,380 1,670

Luftpudebanens position vokser hurtigst, da genstanden ikke bremses af kontaktfriktion.
Vognen med sejl er sveert bremset ved lave hastigheder, men bremses mere tiltagende,
efterhanden som luftmodstanden vokser med hastigheden.

Usikkerheden pa enkeltmalinger med ultralydssensoren vurderes til 2 mm ved lave
hastigheder og op til £5 mm ved hgje hastigheder. Vinkelen er malt til 25,0°+ 0,5°.
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5. Databehandling og beregninger

5.1 Model 1 — Luftpudebane (ingen friktion)

Funktionen s(t) = V2 - a; - t? tilpasses data fra Forsgg 1 ved mindste kvadraters metode.
Resultatet er:

a; = 4,14 m/s?
Teoretisk kontrol med 6 = 25,0
a teori = g - sin(25,0°) = 9,81 - 0,4226 = 4,15 m/s?

Overensstemmelsen er fremragende (afvigelse < 0,3 %), hvilket bekreefter, at luftpudebanen
er nzesten friktionsfri.

5.2 Model 2 — Traeklods (konstant friktion)
En parabel s(t) = 2 - a, - t? tilpasses data fra Forsgg 2:
az = 1,92 m/s?
Den kinetiske friktionskoefficient beregnes:
Mg = [g - sin(25°) - az] / [g - cos(25°)]
we = [4,15 - 1,92] / [9,81 - cos(25°)]
e = 2,23 / 8,891 = 0,251

Usikkerhedsberegning pa baggrund af vinkelmalingernes usikkerhed pa 0,5 ° giver en samlet
usikkerhed pa py:

e = 0,251 + 0,014

Dette svarer til den kinetiske friktionskoefficient for tree mod tree, som litteraturen angiver til
ca. 0,20-0,30 - resultatet er saledes rimeligt.

5.3 Model 3 — Vogn med sejl (hastighedsafhaengig friktion)

Her udfgres en numerisk optimering (f.eks. ved hjaelp af ikke-lineser mindste kvadraters
metode) for at tilpasse den analytiske lgsning:

s(t) = (K/B2) - [e™(-Bt) - 1 + Bt]
til datapunkterne fra Forsgg 3. Optimeringen giver:
up = 0,0468 (konstant rullemodstand)
a = 0,153 s/m (hastighedsafhengig luftmodstand)
Indseettelse i konstantudtrykkene:
B =ao - g - cos(25°) = 0,153 - 9,81 - 0,9063 = 1,361 s

K =g - (sin(25°) - yp - cos(25°)) = 9,81 - (0,4226 - 0,0468 -
0,9063) = 3,73 m/s?

Terminalvaerdien for hastighed er:
v.T =K/B8=3,73 / 1,361 ~ 2,74 m/s

Residualanalysen viser, at fejlene for alle tre modeller svinger tilfeeldigt mellem 1-5 mm,
hvilket er forventeligt for ultralydssensoren, og der ses ingen systematiske afvigelser.

IHA 2001 Side 6



Beveegelse pa skraplan — Fysik B Jan Engelbrecht Pedersen

6. Fejlkilder og usikkerheder

En systematisk gennemgang af forsagets opbygning og de matematiske modeller peger pa
falgende klassiske fejlkilder:

6.1 Rotationsenergi (hjulenes inertimoment)

| Forsag 3 benyttes en vogn med hjul.

Den matematiske model antager ren translatorisk bevaegelse, som var det en glidende
punktmasse.

| virkeligheden gar en del af energien til at rotere vognens hjul (rotationsenergi).

Rotationsenergien kan udtrykkes som Erot=1/2 * | * w2 =1/4 * m * v2,
Denne proces saenker den lineaere acceleration og opfanges derfor i modellen som en

ekstra "rullemodstand" i konstanten po.

6.2 Maleusikkerhed pa vinklen 6

Den elektroniske vinkelmaler har en ngjagtighed pa + 0,1°, men selve vinklen er
eksperimentelt malt til 25,0°+ 0,5°.
Accelerationen er meget falsom over for vinklen pa grund af leddet sin(8).

Den relative usikkerhed kan beregnes som Aa1/a_1 = cot(25° * (0,5 * 1w/ 180) = 1,9 %.
Dette udger den absolut starste fejlkilde i forsaget og giver alene et usikkerhedsbidrag til

friktionskoefficienten (uk) pa = 0,012.

6.3 Cosinusfejl — sensorens retning
Hvis ultralydssensoren ikke flugter preecist parallelt med bevaegelsesbanen, maler den kun

en projektion af streekningen: smalt = Sreel * cos(®).
En afvigelse pa eksempelvis ¢ = 2° giver en faktor pa cos(2°) = 0,9994.
Dette medfarer en fejl pa under 0,06 %, hvilket er negligibelt for resultaterne.

6.4 Bajning af skraplanet

Lange skinner, iseer luftpudebanen, kan bgje en anelse pa midten under egen vaegt.

En bagjning pa 1 mm over en 1,5 meter lang skinne giver en vinkelvariation pa A8 = 0,08°.
Selvom effekten er lille, bidrager den til sma afvigelser, isaer hvor den malte acceleration
afviger under 0,3 % fra den teoretiske veerdi i Forsgg 1.

6.5 Fluktuerende overfladefriktion

For treeklodsen i Forsgg 2 antager den matematiske model (Model 2), at den kinetiske

friktion (uk) er strengt konstant.
Virkelighedens treeoverflader har dog lokale overfladevariationer i underlaget.
Disse variationer medfgrer sma fluktuationer i friktionskraften gennem beveegelsen.

6.6 Kvantitativ fejlpropagering for pk

Usikkerheden pa pk beregnes ved fejlpropagering ud fra formlen:
bk = [g * sin(25°) - a_2]/[g * cos(259)].

Tabel over bidrag til den samlede usikkerhed pa Auk:
Vinkelafvigelse (+ 0,5°): £ 0,012 (Betydelig fejlkilde).
Accelerationsmaling (Aa = £ 0,05 m/s?): £ 0,006 (Moderat fejlkilde).

verfladevariationer: + 0,005 (Moderat fejlkilde).
Sensor cosinusfejl: £ 0,001 (Negligibel fejlkilde).
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Den samlede kinetiske friktionskoefficient for trae mod tree (Forseg 2) konkluderes at veere:

bk = 0,251 £0,014.
Denne usikkerhed er altsa staerkt domineret af usikkerheden fra vinkelmalingen.

7. Diskussion

Forseg 1 bekreeftede, at luftpudebanen er naesten friktionsfri, idet den malte acceleration
afviger under 0,3 % fra den teoretiske veerdi. Den lille afvigelse kan skyldes restluftmodstand
0g sma ujeevnheder i skinnen.

Forsgg 2 gav en kinetisk friktionskoefficient y, = 0,251 + 0,014, der stemmer godt overens
med tabelveerdier for trae mod tree (ca. 0,20-0,30). Den starste fejlkilde er vinkelmalingens
usikkerhed pa #0,5°, som alene giver en usikkerhed pa px pa 0,012. Lokale
overfladevariationer i underlaget medfarer endvidere sma fluktuationer.

Forseg 3 demonstrerer nadvendigheden af differentialligninger, nar friktionen afhaenger af
hastigheden. Den fundne veerdi a = 0,153 s/m afspejler sejlets luftmodstand. For store t
naermer hastigheden sig terminalveerdien vr = 2,74 m/s. Det bar neevnes, at en del af energien
i Forsgg 3 ogsa gar til at rotere vognens hjul (rotationsenergi), hvilket medfarer, at modellen
opfanger denne som en ekstra “rullemodstand” i y.

8. Konklusion

Eksperimentet har succesfuldt valideret tre teoretiske modeller for bevaegelse pa skraplan:

+ Forsaog 1 bekreeftede, at et system uden kontaktfriktion har en konstant acceleration
bestemt af tyngdekraftens parallelle komposant: a = 4,14 m/s? (teori: 4,15 m/s?).

+ Forsgg 2 viste, at Newtons 2. lov udvidet med et konstant friktionsled ngjagtigt
beskriver bevaegelsen for tarfriktion. Den kinetiske friktionskoefficient blev bestemt til
Mk = 0,251 £ 0,014.

+ Forsgg 3 demonstrerede ngdvendigheden af differentialligninger ved
hastighedsafhaengig friktion. Den analytiske lgsning s(t) = (K/B?) - [eM(-Bt) — 1 + Bt]
passede fremragende til data og gav po = 0,047 og a = 0,153 s/m, svarende til en
terminalveerdi pa vr = 2,74 m/s.

De storste usikkerheder skyldes vinkelmalingens praecision og rotationsenergi i Forsag 3.
Med forbehold herfor er overensstemmelsen mellem teori og eksperiment meget
tilfredsstillende.
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Laererens vurdering og karaktergivning

Her er en samlet faglig og matematisk gennemgang af rapporten "Bevaegelse pa skraplan”.
Som fysikleerer vil jeg starte med at sige, at det er en yderst velstruktureret og ambitigs rapport,
iseer ndr man tager i betragtning, at den er skrevet pa Fysik B-niveau.

Herunder fglger min feedback opdelt i, hvad der fungerer fremragende, hvad der indeholder
faglige ungjagtigheder, og til sidst en bedemmelse.

Hvad der er rigtig godt (Det staerke faglige fundament)

Imponerende matematisk niveau: Den stgrste styrke i din rapport er afsnit 2.4 om
hastighedsafhaengig friktion. At du opstiller Newtons 2. lov som en linezer 2. ordens
inhomogen differentialligning (d2s/dt? + B - ds/dt = K) og leser den analytisk i to trin
med bade homogen og partikuleer lgsning, ligger markant over det forventede pensum
pa Fysik B. Din matematiske udledning er fuldstaendig korrekt.

Solid databehandling: Din metode til at verificere luftpudebanens friktionslgse tilstand
i Model 1 er spot on. Du udregner den teoretiske acceleration til 4,15 m/s? og
sammenligner den med den empirisk malte pa 4,14 m/s2. En afvigelse pa under 0,3 %
viser en staerk forstaelse for at koble teori og empiri.

Kvantitativ fejlanalyse: | afsnit 6 (og dine underpunkter 9.2 - 9.6) ngjes du ikke med at
opremse fejlkilder; du kvantificerer dem. At du anvender fejlpropagering til at vise,
hvordan usikkerheden i vinkelmalingen (+0,5° forplanter sig og dominerer den
samlede usikkerhed pa pk (+0,014), er et steerkt eksperimentelt handveerk. Din
udregning af den relative usikkerhed via cotangens er ligeledes en rigtig flot detalje.

Hvad der er mindre godt (Rettelser og ungjagtigheder)
Selvom niveauet er haijt, er der et par steder, hvor fysikken og notationen vakler en smule:

Notationsforvirring i afsnit 2.1: Du starter med at definere tyngdekraften korrekt som
Fg = m - g. Lige under skriver du imidlertid: "Friktionskraft modsat bevaegelsen:

Fg = p - F_N". Du bruger altsa det samme symbol (Fg) for to vidt forskellige kreefter.
Standardnotation for gnidningskraften (friktion) er Fu, Fg eller Ff.

Tastefejl i integrationskonstanten (Afsnit 2.2): Nar du integrerer v(t) = g - sin(8) - t,
skriver du, at resultatet er s(t) = k - g - sin(8) - t2. Her skal "k" udskiftes med en halv
(1/2), da integration af t giver 1/2-t2. Du bruger dog den korrekie brgk senere i
databehandlingen, sa det er blot en formidlingsfejl.

Konceptuel fejl omkring rotationsenergi (Afsnit 6.1): Du naevner helt korrekt, at en del
af energien gar til at rotere vognens hjul, og at dette saenker den lineaere acceleration.
Men du konkluderer, at modellen "opfanger denne som en ekstra 'rullemodstand' i
konstanten pQ" .
Fra et rent fysisk standpunkt fungerer hjulenes inertimoment ikke som en konstant
modstandskraft (der treekkes fra i teelleren i Newtons 2. lov). | stedet fungerer det som
en forogelse af systemets effektive masse, hvilket skalerer hele accelerationen ned
med en faktor (a = Fnet/ (m + I/r3)). Selvom det i dit dataseet empirisk kan ligne en lidt
lavere startacceleration, er det teoretisk forkert at sidestille det med en
translationsfriktion som pO.
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Konklusion og Karakter

Du har afleveret en rapport, der viser en overlegen matematisk kunnen og en dyb forstaelse
for, hvordan man omseetter r4 sensordata til fysiske konstanter. At Igse en differentialligning
for luftmodstand og lave systematisk kvantitativ usikkerhedsberegning er kompetencer, der
treekker voldsomt op.

De fa formelle fejl, sdsom notationen med F_g og den lille misforstaelse af, hvordan
inertimoment matematisk pavirker beveegelsesligningen, er smating i det store billede og
straffes ikke hardt pa et B-niveau.

Ud fra den danske 7-trins-skala vurderes praestationen til at veere fremragende og
udtgmmende med kun fa uveesentlige mangler.

Karakter: 12
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